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ABSTRACT. Pneumonia disease is lung infammation disease caused by microorganism such as 
Streptococcus pneumoniae bactery. This final project presented a mathematical model that 
describe dinamic pneumonia disease population in children under five years. The model used 
SICR are susceptible, infected, carriers, and recovered. Analysis to the model is conducted to 
decide whether pneumonia will spread within population with reproduction number. Using Routh-
Hurwitz criterion we obtained free disease equilibrium and endemic equilibrium. From stability 
analysis of simulation result it is known that the disease free eqilibrium unstable while the endemic 
equilibrium stable local asimtotic with 
0
17,14793737R  . 
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I. PENDAHULUAN 
          Perkembangan ilmu pengetahuan khususnya di bidang matematika 
memberikan peranan penting dalam menggambarkan fenomena penyebaran suatu 
penyakit. Fenomena penyebaran penyakit tersebut disajikan dalam bentuk model 
matematika. Model matematika adalah model yang mempresentasikan suatu 
permasalahan di dunia nyata ke dalam sebuah persamaan matematika. Dengan 
menggunakan pemodelan matematika yang berdasarkan asumsi-asumsi yang 
dibuat, diharapkan dari model yang dibuat dapat menjelaskan fenomena dan 
mengambil tindakan apa yang harus dilakukan jika terjadi epidemi. Salah satu 
fenomena penyebaran penyakit yang dapat dimodelkan dalam bentuk matematika 
yaitu tentang penyebaran penyakit pneumonia dengan bawaan pada balita. 
Kasus pneumonia di Indonesia masih tinggi, salah satunya di Kabupaten 
Semarang. Pada tahun 2008 terdapat 1.410 kasus pneumonia balita dan tahun 
2009 menjadi 1.463 kasus [1]. Pneumonia adalah peradangan yang mengenai 
paru, distal dari bronkiolus terminalis yang mencakup bronkiolus respitarius, dan 
alveoli, serta menimbulkan konsolidasi jaringan paru dan mengganggu pertukaran 
gas [2]. Pneumonia sering terjadi pada anak usiai bawah lima tahun dan penyebab 
utama kematian dari 2 juta anak tiap tahun yang terjadi di negara berkembang [3]. 
Model yang diberikan oleh Ong’ala Jacob et al [6] dengan mengemukakan 
bahwa penyakit pneumonia bisa disebabkan karena bawaan saat masih bayi dan 
bisa terinfeksi pada kelas rentan. Dalam tugas akhir ini membahas pengembangan 
model matematika penyakit pneumonia dengan carriers dari Ongala Jacob et al 
[6], dengan ( )S t  adalah jumlah individu rentan pada waktu t ; ( )I t  adalah jumlah 
individu yang terinfeksi saat t ; ( )C t  adalah jumlah individu yang memiliki 
bawaan pada saat t ; dan ( )R t  adalah jumlah individu yang pulih pada waktu t . 
Dari model kemudian dikaji pola epidemik dengan mencari solusi dari model 
dahulu, kemudian  menginterpretasikan hasil kajian kedalam keadaan sebenarnya. 
 
II. HASIL DAN PEMBAHASAN 
2.1 Model Matematika Pneumonia 
Model matematika penyebaran pneumonia oleh bakteri Streptococcus 
pneumoniae pada balita dengan sifat bawaan yang telah dibuat oleh Ong’ala Jacob 
et al [6], merumuskan secara rinci dan mendefinisikan parameter yang digunakan 
dalam model. Kemudian dibahas oleh Roro A dengan judul Analisis Model 
Matematika Transmisi Penyakit Pneumonia, dengan model SIR [10].  
Parameter yang digunakan antara lain   adalah laju kematian alami, v  
adalah laju kelahiran,   adalah peluang terjadinya kontak individu rentan ke 
individu pada kelas bawaan atau peluang terjadinya kontak individu yang rentan 
ke individu yang terinfeksi penyakit yaitu  1  ,   adalah laju sifat bawaan 
yang terinfeksi,   adalah laju individu terinfeksi dapat pulih kembali, q  adalah 
peluang individu yang bersih dari bakteri di tubuhnya dan memperoleh kekebalan 
sementara pada  1 q  yang masih membawa bakteri,   adalah laju individu 
pembawa yang pulih memperoleh kekebalan sementara,   adalah tingkat 
kemungkinan terinfeksi kembali,   adalah laju kematian yang disebabkan oleh 
pneumonia pada populasi terinfeksi,   adalah laju kontak penyebab infeksi,   
adalah tingkat individu rentan yang menunjukkan gejala terinfeksi,   adalah laju 
kekebalan alami, dan 
 I C
N



 adalah laju individu yang terinfeksi oleh kontak 
terhadap pembawa atau yang terinfeksi. 
Selanjutnya diasumsikan populasi balita tidak ada proses imigrasi, terjadi 
kelahiran dan kematian, individu terinfeksi dapat mengalami kematian, kematian 
alami adalah kematian yang bukan disebabkan pneumonia, individu rentan 
penyakit terdiri dari individu yang belum terjangkit pneumonia dan yang pernah 
terjangkit pneumonia namun hilang kekebalannya, lama waktu penyembuhan 2 
bulan, dan lama waktu masa rentan kembali terinfeksi 2 tahun. Berdasarkan 
parameter dan asumsi yang ada maka model penyebaran penyakit pneumonia 
adalah sebagai berikut,  
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   (2.1) 
      +  
dR
q I R C S
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dengan kondisi awal,      0 0, 0 0, 0 0,S I C  
 
dan  0 0R  . 
2.2 Titik kesetimbangan model penyakit pneumonia 
Berdasarkan sistem persamaan diferensial (2.1) diperoleh dua titik 
kesetimbangan yaitu  
1. Titik kesetimbangan bebas penyakit 
Titik kesetimbangan bebas penyakit artinya populasi terbebas dari 
penyakit atau belum ada individu yang terinfeksi penyakit  0oI   dan belum 
ada individu yang memiliki sifat bawaan  0oC 
 
[6]. Diperoleh titik 
kesetimbangan bebas penyakit yaitu 
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2. Titik kesetimbangan endemik 
Titik kesetimbangan endemik merupakan kondisi dimana paling tidak 
terdapat satu individu yang terinfeksi dan kemudian menularkan kepada individu 
lain ( 0I   dan 0C  ). Dengan menggunakan bantuan program maple diperoleh 
nilai titik kesetimbangan endemik adalah    * * * * * 1 2 3 4, , , , , ,P S I C R m m m m  . 
2.3 Bilangan Reproduksi  
Rasio reproduksi dasar merupakan parameter yang digunakan untuk 
mengetahui tingkat penyebaran pneumonia pada populasi. Nilai 0R   merupakan 
nilai eigen terbesar dari matriks NGM [21], sehingga diperoleh 
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dengan 1h       dan 2h        
Jika 0 < 1R , artinya penyakit pneumonia tidak akan menyebar dan jumlah 
penderita berangsur berkurang hingga penyakit akan menghilang. Jika 0  > 1R , 
artinya penderita pneumonia dapat menularkan penyakitnya kepada individu lain, 
sehingga akan terjadi endemi. 
2.4.1. Analisa Kestabilan Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit 
Sistem persamaan nonlinier (2.1) dapat diketahui analisis kestabilannya 
dengan linierisasi deret Taylor. Diperoleh matriks Jacobian pada titik 
kesetimbangan bebas penyakit yang telah dilinierisasi sebagai berikut, 
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 Diperoleh persamaan karakteristiknya adalah sebagai berikut, 
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Lemma 1 [21] 
 Jika 0 1R   maka titik kesetimbangan bebas penyakit 0P  ada dan stabil 
asimtotik lokal dan jika 0 1R   titik kesetimbangan bebas penyakit 0P  tidak ada 
dan tidak stabil. 
Bukti:  
Diketahui 0 1R   dan berdasarkan Definisi 2.8 akan dibuktikan bahwa nilai 
eigen dari persamaan (2.2) adalah 0i  , agar kondisi sistem stabil asimtotik 
lokal terpenuhi. Diperoleh nilai eigen dari matriks jacobian sebagai berikut : 
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Berdasarkan nilai 0 1R   , maka terbukti bahwa 0i   
maka sistem memiliki titik 
kesetimbangan bebas penyakit dan stabil asimtotik lokal atau penyakit tidak 
menyebar dalam populasi, sebaliknya jika 0 1R   maka terdapat nilai eigen dari 
0( )J P yang bernilai positif sehingga keadaan kesetimbangan di titik 0P  tidak stabil 
dengan kata lain penyakit akan tetap menyebar dalam populasi.          ∎ 
2.4.2. Analisa Kestabilan Titik Kesetimbangan Endemik 
Berdasarkan analisa kestabilan model matematika pada titik 
kesetimbangan endemik diperoleh matriks jacobiannya sebagai berikut 
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  sehingga didapat persamaan polinomial 
sebagai berikut, 
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Berdasarkan kriteria Routh-Hurwitz diperoleh titik kesetimbangan endemik *P  
stabil asimtotik lokal jika 
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2.5. Simulasi Numerik 
Simulasi numerik pada model penyebaran penyakit pneumonia dengan 
carriers menggunakan data Laporan Tahunan Puskesmas Kedung Mundu Tahun 
2014. Didapat model penyebaran penyakit pneumonia sebagai berikut, 
=0,0808 0,1114377743 0,0416
dS
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dt
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0,03379700392 +0,0138 0,0618 
dI
S C I
dt
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0,003440770342 0,0244 0,0156                                            (2.3)
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dt
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dengan kondisi awal (0) 346S  , (0) 32I  , (0) 6C  , (0) 20R  . 
Simulasi untuk titik kesetimbangan bebas penyakit dan titik kesetimbangan 
endemik di Kelurahan Kedung Mundu adalah 
1. Titik kesetimbangan bebas penyakit 
Dengan mensubtitusikan nilai parameter pada sistem persamaan 
diferensial diperoleh nilai titik kesetimbangan bebas penyakit dengan maple 
yaitu 
   0 , , , 145,8307427;0;0;258,1692573o o o oP S I C R   
Nilai eigen matriks Jacobian dari titik kesetimbangan bebas penyakit 
adalah 0,09582388;  0,0001999999869;  0,02802575635;  0,1158000000. 
Karena tidak semua nilai eigen matriks Jacobian bernilai negatif maka titik 
kesetimbangan bebas penyakit tidak stabil yang artinya bahwa tetap ada 
penyebaran pneumonia pada populasi balita di Kelurahan Kedung Mundu. 
2. Titik kesetimbangan endemik 
Dengan mensubtitusikan nilai parameter pada sistem persamaan 
differensial diperoleh nilai titik kesetimbangan endemik dengan maple yaitu 
   * * * *, I ,C ,R = 47,38420525;2,656077812;2,253289047;86,09864636S  
 Nilai eigen matriks Jacobian dari titik kesetimbangan endemik adalah 
0,001392338214  0,006711420150 i  ;  0,03537550216;   0,1170946312; 
0,001392338214 – 0,006711420150 i . Karena semua nilai eigen matriks 
Jacobian adalah negatif maka titik kesetimbangan endemik stabil asimtotik lokal 
yang berarti terdapat penyebaran penyakit pneumonia pada populasi balita. 
 Menggunakan nilai awal dari data Puskesmas Kedung Mundu dilakukan 
simulasi dengan program Matlab, berikut hasil grafiknya : 
 Gambar 3.1 Grafik proporsi individu tiap klas 
Pada awalnya populasi susceptible sebesar 346 jiwa. Jumlah ini semakin 
turun karena banyak individu susceptible yang memiliki kekebalan tubuh baik 
sehingga tidak terinfeksi pneumonia dan masuk pada proporsi individu recovered. 
Bertambahnya proporsi individu carriers dan infected setelah mencapai 
puncaknya, proporsi ini berangsur semakin berkurang hingga mendekati 0. Pada 
saat proporsi individu infected dan carriers turun maka jumlah proporsi individu 
recovered naik hingga 186 jiwa. Proporsi individu recovered paling tinggi 
dibandingkan proporsi individu yang lain setelah melewati bulan ke-300. 
Diperoleh bilangan reproduksi dasarnya adalah 17,14793737Ro   yang artinya 
terjadi penyebaran penyakit pneumonia pada populasi balita yang rentan. 
 
III. KESIMPULAN 
Tugas akhir ini mengkaji model matematika penyakit pneumonia dengan 
carriers pada populasi balita. Pembahasan yang telah dilakukan pada model 
matematika ini didapat dua titik kesetimbangan yaitu titik kesetimbangan bebas 
penyakit dan titik kesetimbangan endemik. Analisa kestabilan pada titik 
kesetimbangan bebas penyakit 0P  stabil jika 0 1R  , namun jika 0 1R   maka titik 
kesetimbangan *P  stabil.  
Berdasarkan data Puskesmas Kedung Mundu tahun 2014 diperoleh bahwa  
titik kesetimbangan bebas penyakit tidak stabil dari nilai eigen matriks Jacobian 
dan pada titik kesetimbangan endemik sistem stabil asimtotik lokal dari nilai 
eigennya yang semua bernilai negatif. Bilangan reproduksi dasar penyakit 
pneumonia di Kelurahan Kedung Mundu sebesar  17,14793737 1Ro  . Hal ini 
berarti tetap ada penyebaran pneumonia pada populasi balita. Pada hasil simulasi 
dengan maple dan matlab didapat jumlah populasi terinfeksi dan carriers 
mengakibatkan jumlah populasi rentan berkurang. Sedangkan semakin besar 
jumlah populasi rentan yang kebal alami mengakibatkan jumlah populasi sembuh 
semakin bertambah. 
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LAMPIRAN : 
 
Tabel Nilai Parameter 
Parameter Keterangan Nilai Parameter 
   Laju kematian alami  0,0002 /bulan 
v   Laju rekruitmen individu perkapita pada 
populasi balita 
0,0808 jiwa/bulan 
   Laju kematian yang disebabkan oleh 
pneumonia pada populasi yang terinfeksi 
0,02 /bulan 
q   Peluang individu yang pulih 0,625 
   Laju individu terinfeksi dapat pulih kembali 0,0416 /bulan 
   Laju individu pembawa yang pulih 
memperoleh kekebalan sementara 
0,0104 /bulan 
   Peluang terjadinya kontak antara individu yang 
rentan terinfeksi 
0,924 
   Laju kontak penyebab infeksi 0,47 /bulan 
   Tingkat individu rentan yang menunjukkan 
gejala terinfeksi 
0,00144 /bulan 
   Tingkat  kemungkinan terinfeksi kembali 0,0416 jiwa/bulan 
   Laju sifat bawaan yang menunjukkan gejala 
terinfeksi 
0,0138 /bulan 
   Laju kesembuhan alami 0,074 /bulan 
 I C
N
 
 
Laju individu yang terinfeksi oleh kontak 
terhadap pembawa atau juga orang yang 
terinfeksi 
0,03723777426   
 
